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et article présente de nouveaux résultats empi-
riques concernant les fortes variations de prix
d’actifs financiers et de taux d’intérét. Alors
que les études précédentes se sont surtout
concentrées sur le marché des actions et sur les Etats-
Unis, cet article a pour but d’élargir notre connaissance
a la France et a d’autres marchés. La méthode utilise
des résultats statistiques concernant les extrémes d’un
processus aléatoire et en particulier le théoréeme des
valeurs extrémes qui caractérise la distribution du
terme maximal et du terme minimal d’un processus.
Nous utilisons les résultats sur les extrémes dans le
cadre de la réglementation sur les risques de marché
pour les institutions financieres. Ainsi, nous calculons
la charge en fonds propres exigée pour une probabilité
fixée, et inversement, nous quantifions la probabilité
attachée a une charge en fonds propres donnée.

Cet article est organisé de la fagon suivante : la
théorie des valeurs extrémes est présentée dans la par-
tie I et les résultats empiriques en II : indice SBF 240
d’actions frangaises, quelques titres individuels cotés a
la Bourse de Paris, et taux d’intérét. La partie III dis-
cute d’une application de la théorie des valeurs
extrémes pour les banques : le calcul de la value at risk
et de la charge en fonds propres pour couvrir les
risques de marché des institutions financiéres. La
conclusion rappelle I'importance des valeurs extrémes
en finance et présente des extensions de la recherche
exposée dans cet article.
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I Présentation de la théorie
des valeurs extrémes

Cette partie présente des résultats statistiques
concernant la loi des observations extrémes d’une série
aléatoire. Le théoréme de base pour un processus dont
les variables sont indépendantes et identiquement dis-
tribuées (i.i.d.) est exposé tandis que de nouvelles
avancées concernant les processus conditionnels sont
aussi discutées (1).

1. Résultats exacts

Cette sous-partie présente quelques résultats sta-
tistiques exacts sur les extrémes. Le phénoméne
observé est mesuré par une variable aléatoire notée r.
En pratique, le phénomene est la fluctuation de la
valeur d’une position et la variable aléatoire r repré-
sente la rentabilité de cette position calculée pour une
fréquence donnée (selon I'horizon souhaité, on pourra
considérer des rentabilités journalieres, hebdomadaires,
mensuelles...). Notons F, la fonction de répartition asso-
ciée a la variable aléatoire r et (1, u) son support. Soient
Iy, Iy, ..., I, 0 variables aléatoires mesurant I’événement
aux instants 1, 2, ..., n. Les extrémes sont définis comme
les maxima et les minima des n variables aléatoires 1,
Iy, ..., I;. Le maximum noté Y, correspond a la plus
haute rentabilité observée sur les périodes 1, 2, ..., n ;
de méme, le minimum, Z, correspond a la plus basse
rentabilité. Si les variables parentes 1, 15, ..., r, sont sta-
tistiquement indépendantes et de méme loi (hypothése
Fz, de la marche aléatoire), la loi exacte du minimum



notée évaluée au point x s’exprime simplement en fonc-
tion de la loi de la variable parente F, :

1-F, (0)=[1-F,(x)] [1]

Cette formule exprime que la probabilité p=d’ob-
server un mouvement extréme du marché d’amplitude
supérieure a x est égale a la probabilité p d’observer un
mouvement du marché sur une période de base d’am-
plitude supérieure a x, a la puissance n ; autrement dit,
les deux probabilités sont aussi reliées par la formule :
pex! - pn.

De méme, la loi exacte du maximum notée Fy
évaluée au point x s’exprime simplement en fonction
de la loi de la variable parente F,:

Fy, (%) =[F,()] 2]

Cette formule exprime que la probabilité p=d’ob-
server un mouvement extréme du marché d’amplitude
inférieure a x est égale a la probabilité p d’observer un
mouvement du marché sur une période de base d’am-
plitude inférieure a x, a la puissance n ; autrement dit,
les deux probabilités sont reliées par la formule: p™ =
p". Notons que cette formule est identique a celle obte-
nue précédemment pour le minimum car les probabili-
tés considérées dans les deux cas concernent des événe-
ments différents : Z, > x (dépassement du seuil x) et Y,
<x (non-dépassement du seuil x) (2).

La loi du maximum dépend essentiellement des
propriétés de la loi de la variable parente pour de
grandes valeurs de x. En effet, pour de faibles valeurs
de x, I'influence de F,(x) décroit rapidement avec n. De
la formule [2], on déduit que la loi limite de Y, obte-
nue en faisant tendre n vers l'infini, est nulle pour les
valeurs de x inférieures a la borne supérieure du sup-
port de la loi de 1, u, et égale a I'unité pour les valeurs
de x plus grandes que u. C’est donc une loi dégénérée.

Les formules exactes de la loi du maximum et de
sa loi limite ne sont cependant pas tres intéressantes.
En pratique, la loi de la variable parente (la rentabilité
calculée pour une fréquence donnée comme la jour-
née, la semaine ou le mois) n’est pas connue avec pré-
cision. En effet, il n’existe ni théorie statistique, ni
théorie financiere, ni modéle économique qui spécifie
la loi statistique des rentabilités de maniére convain-
cante. De ce fait, si cette loi n’est pas connue, la loi
exacte du maximum ne l’est pas non plus. Pour cette
raison, le comportement asymptotique du maximum
Y, est étudié.

2. Un résultat limite : le théoréme
des valeurs extrémes

Tiago de Oliveira (1973) a écrit, «Puisque, en
général, nous avons des échantillons suffisamment
larges, il est naturel et en général suffisant pour des rai-
sons pratiques de trouver des lois limites pour le maxi-

mum ou le minimum convenablement réduits et de les
utiliser.» Pour trouver une loi limite d’intérét, la
variable aléatoire Y, est transformée de telle sorte que
la loi limite de la nouvelle variable ne soit pas dégéné-
rée. La transformation la plus simple est I'opération de
standardisation. La variable Y, est ajustée avec un
parametre d’échelle o, (supposé positif) et un para-
metre de localisation B,. Dans le reste de I’étude, ’exis-
tence d’une séquence de tels coefficients (o.,>0, B,) est
supposée. Le théoréme des valeurs extrémes spécifie la
forme de la loi limite lorsque la variable n tend vers
I'infini. Bien que le résultat du théoreme reste vrai sous
des hypotheses moins restrictives (L. 3.), le théoréme de
base peut étre obtenu a partir des quatre hypothéses
suivantes :

H1. Les variables 1y, 15, ..., 1, sont des variables
aléatoires.

H2. Les variables 1y, 15, ..., I, sont statistiquement
indépendantes.

H3. Les variables 1y, 15, ..., 1, sont tirées de la
méme loi.

H4. 11 existe une séquence de coefficients de stan-
dardisation (o,>0, B,) telle que la loi limite Fy de la
variable réduite (Y,-8,)/o,, ne soit pas dégénérée.

Le théoréme des valeurs extrémes exposé dans sa
version finale par Gnedenko (1943) donne la forme de
la loi limite Fy dont I’expression la plus générale est
due a Jenkinson (1955) :

1
Fy (y)=exp| ~(1-1.y)*
s 3]
pour y>1 sit<0

lsit>0

pour y<t
Selon la valeur du parametre 7, la loi des extrémes

peut étre réécrite comme suit :

*  Loide Gumbel (type I)

Fy (y)=exp(—e™) poury e R [4]

e  Loide Fréchet (type II)
Fy(y)=0pour y<0 [5]

=exp(—y *) pour y>0(k>0)
e Loide Weibull (type I1I)

Fy(y)=exp(—(-y)™) pour y<0(k <0) [6]
=1 pour y=0

Le parametre 1, appelé indice de queue, déter-
mine le type de loi : T < 0 correspond au type II, T > 0
au type III, et le cas limite T = 0 correspond au type I,
(1-1.y)"" étant interprété comme e”. La loi de Gumbel
peut étre considérée comme une loi de transition entre
les lois de Fréchet et de Weibull.

Le parametre k, appelé parametre de forme,
reflete le poids de la queue de la distribution de la
variable parente. L’indice de queue et le paramétre de
forme sont liés par la formule : 1=-1/k. La queue de la
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distribution F, est soit décroissante de facon exponen-
tielle (type I), soit décroissante comme une fonction
puissance (type 1), soit bornée (type III). Dans le pre-
mier et le troisieéme cas, tous les moments de la loi de r
sont bien définis. Dans le deuxieéme cas, la loi de r pré-
sente des queues épaisses (fat-tailed distribution en
anglais) comme pour les lois de Student et les lois
Pareto-stables (Boulier, De Drouas et De Vitry (1988)
et Gamrowski (1996)) ; le parametre de forme k est
alors égal a I'ordre du moment maximal. Les moments
d’ordre r plus grands que k sont infinis et les moments
d’ordre r plus petits que k sont finis. Par exemple, si k
est plus grand que I'unité, alors la moyenne des renta-
bilités existe ; si k est plus grand que deux, alors la
variance est finie, si k est plus grand que trois, alors la
skewness est définie et ainsi de suite. Plus la valeur du
paramétre k est petite, plus la queue de la distribution
de r est épaisse. Le parametre de forme est un para-
metre intrinséque du processus de rentabilités et ne
dépend pas du nombre de rentabilités parmi lesquelles
la rentabilité maximale est sélectionnée. Les para-
metres d’échelle o, et de localisation B, dépendent de
la longueur de la période de sélection, n, et représen-
tent respectivement la dispersion et la taille «moyenne»
des extrémes (le parametre de localisation B, tend
asymptotiquement vers la valeur modale de la distribu-
tion). Le parametre de forme k et les coefficients de
standardisation o, et 8, peuvent étre différents pour les
lois du maximum et du minimum.

Le théoréme des valeurs extrémes donne un
résultat intéressant car il est d’'une portée générale :
quelle que soit la loi de la variable parente, la loi limite
des extrémes a toujours la méme forme. Les lois des
extrémes pour deux processus parents différents se dif-
férencient par les valeurs de I'indice de queue et des
parametres d’échelle et de localisation.

3. Extensions du théoréme de base

La version du théoréme des valeurs extrémes pré-
sentée ci-dessus repose sur quatre hypotheses de base.
Le méme résultat concernant la forme de la loi est
obtenu si I'on relache ces hypotheses. Citons quelques
extensions du théoreme. Berman (1964) montre que le
résultat tient toujours si les variables sont correlées, la
série des coefficients de corrélation au carré €tant
convergente. De Haan, Resnick, Rootzén et De Vries
(1989) montrent que si le processus suivi par r est un
processus Arch, alors la variable Y, est du type II, I'in-
dice de queue vérifiant : -0.5 <t < 0. D’aprés Leadbetter,
Lindgren et Rootzén (1983), un mélange de variables
normales produit une loi limite du type I. Ces extensions
montrent que les hypotheéses d’indépendance et d’iden-
tité de la loi parente ne sont pas cruciales.

Notons enfin les similarités entre le théoréme des
valeurs extrémes exposé ci-dessus et un théoréme
beaucoup plus connu : le théoreme central limite. Ce
dernier s’intéresse au comportement de la somme S
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des n variables aléatoires 1y, 1y, ..., I, du processus,
définie par : S =1y, I,... + 1y, alors que le théoreme des
valeurs extrémes s’intéresse au maximum et au mini-
mum du processus. Les deux théorémes sont asympto-
tiques par nature dans le sens ot ils considerent le com-
portement de ces variables quand le parametre n tend
vers I'infini. Les deux théorémes s’appuient sur les
mémes hypothéses et donnent des résultats similaires :
la loi limite de la variable standardisée qui est la loi
normale ou une loi de Pareto Lévy dans le cas du théo-
réeme central limite, et la loi de Gumbel, la loi de Fré-
chet ou la loi de Weibull dans le cas du théoreme des
valeurs extrémes.

IT Résultats empiriques

La théorie est maintenant appliquée a différentes
séries temporelles financieres : taux de rentabilité de
I’indice SBF 240 d’actions francaises, taux de rentabi-
lité de quelques titres individuels cotés a la Bourse de
Paris et variations de taux d’intérét au jour le jour en
France.

1. Actions

A. Indice SBF 240 d’actions francaises

La loi asymptotique des valeurs extrémes est esti-
mée pour les rentabilités journaliéres minimales et
maximales de I'indice SBF 240 (base de données du
Crédit commercial de France) sur la période allant de
janvier 1976 a décembre 1993 comprenant 4 437 obser-
vations. Différentes méthodes d’estimation sont utili-
sées : la méthode paramétrique du maximum de vrai-
semblance qui permet d’estimer les trois parametres de
la loi asymptotique des rentabilités extrémes et la
méthode non paramétrique développée par Hill (1975)
qui permet d’estimer I'indice de queue uniquement (3).
La méthode du maximum de vraisemblance donne des
estimations non biaisées et de variance minimum pour
les trois paramétres ; elle utilise les rentabilités
extrémes observées sur des périodes ne se recouvrant
pas comme définies dans la section précédente. La
méthode de Hill (1975) utilise les observations se trou-
vant dans les queues de la distribution des rentabilités ;
elle donne un estimateur plus efficace que celui du
maximum de vraisemblance (en fait, 'information du
processus prise en compte n’est pas la méme : certaines
rentabilités extrémes n’appartiennent pas aux queues
de la distribution et réciproquement, certaines observa-
tions de queues ne correspondent pas a des rentabilités
extrémes).

Les résultats empiriques sont reproduits dans le
tableau @ pour les rentabilités minimales et maximales
de I'indice SBF 240. La longueur de la période de sélec-
tion varie de 1 mois a 1 an, la valeur du paramétre n
augmentant de 21 a 250 et corrélativement, le nombre



d’extrémes obtenus N baissant de 211 a 17 (la valeur de
N est égale a la partie entiere N°*/n, ou N°” représente
le nombre d’observations de la base de données). Les
parametres sont estimés pour les lois de Gumbel et de
Fréchet. Par exemple, pour les rentabilités minimales
et la loi de Fréchet (@A), le parametre d’échelle croit
avec la longueur de la période de sélection (parameétre
n) : sa valeur passe de 0,64 a 1,56. Cela signifie que la
distribution des rentabilités minimales est de plus en
plus dispersée lorsque ’on considére des extrémes
sélectionnés sur des périodes de plus en plus longues.
Le parametre de localisation croit aussi (en valeur
absolue) : sa valeur passe de -1,25 a -3,29. Cela signifie
que la distribution des rentabilités minimales se
déplace vers la gauche (I’amplitude des extrémes sélec-
tionnés sur des périodes de plus en plus longues est de
plus en plus grande puisque Z,, < Z et Y- = Y, pour
n’>n). Enfin, 'indice de queue t semble stable : sa
valeur varie entre -0,29 et -0,39 sans comportement
particulier. Comme le prévoit la théorie, la queue de la
distribution tend a ne pas varier avec la longueur de la
période de la sélection. L’estimateur non-paramétrique

de Hill (1975) donne une valeur voisine de celles obte-
nues avec I’estimateur du maximum de vraisemblance :
-0,34 pour la queue gauche avec un écart-type de 0,04.
Des conclusions similaires s’appliquent aux rentabilités
maximales (@B).

Un test de ratio de vraisemblance permet de dis-
tinguer entre la loi de Gumbel et la loi de Fréchet. Ces
deux lois correspondent aux valeurs d’indices de queue
suivantes : T=0et T <0. Le test est asymptotiquement
distribué comme un chi-deux a un degré de liberté.
Dans tous les cas, le test rejette la loi de Gumbel (et a
fortiori la loi de Weibull) en faveur de la loi de Fréchet
(cf. colonne «Test Gumbel vs Fréchet» des tableaux
OA ct OB).

Comme la théorie des valeurs extrémes est
asymptotique, il faut vérifier que la longueur considé-
rée est suffisamment longue pour pouvoir remplacer en
toute sécurité la loi des rentabilités extrémes par leur
loi asymptotique. Sherman (1957) propose un test
fondé sur la comparaison des distributions estimée et
observée). Le test utilise la série des rentabilités
extrémes ordonnées. Par exemple, pour le maximum,

OA. Estimation des paramétres de la loi asymptotique des rentabilités journaliéres minimales de Iindice SBF 240

Longueur Loi de Gumbel Loi de Fréchet Test Gumbel vs Test d’adéquation 1-décile  2¢ décile
de la période Fréchet de Sherman

de sélection O B ol By G - } - -

Un mois 0,78 -1,31 0,64 -1,25 -0,29 12,53 ‘ 0,60 -7,8% -6,1%
n=21 (N=211)  (0,06) (0,04) | (0,04) (005)  (0,06) | [<0,001] 1 [027] (10 (0,6)
Un trimestre 1,13 -2,02 0,83 -1,87 -0,39 15,13 0,14 -8,5% -6,3%
n=63(N=70)  (0,14) (0,00) | (0,11)  (0,12) (0,14) [<0,001] - [044] (1,8) (1,0)
Un semestre 1,30 -2,96 1,38 -2,64 -0,37 8,93 0,42 -8,2% -6,1%
n=125 (N=35) (0,39)  (0,29) | (0,35) (033) (0,25) [0,003] [0,34] 1,7 (1,7)
Une année 1,85 -3,58 1,56 -3,29 -0,34 3,06 -0,93 -7,8% -6,0%
n=250 (N=17)  (0,68) (0,50)  (0,69) (0.54)  (047)  [0,080] [082] (1.5) 17

©B. Estimation des paramétres de la loi asymptotique des rentabilités journaliéres maximales de I'indice SBF 240

Longueur Loi de Gumbel Loi de Fréchet

de la période

de sélection oy By o, B, T
Un mois 0,64 1,50 0,58 1,45 -0,18
n=21 (N=211)  (0,05) (0,04) | (0,04) (0,05) (0,06)
Un trimestre 0,70 2,16 0,69 2,27 -0,19
n=63 (N=70) (0,10)  (0,07) | (0,09) (0,12) (0,12)
Un semestre 0,81 2,52 0,69 2,47 -0,27
n=125 (N=35)  (0,15) (0,1)  (0,12) (0,15) (0,21)
Une année 0,95 3,10 0,76 2,93 -0,36
n=250 (N=17) (024) (0,18) | (0,21)  (0,22) (048)

Test Gumbel vs Test d’adéquation Dernier  Avant- dernier
Fréchet de Sherman décile décile
11,02 1,12 L 58% 4.8%
po1] . [087 (06 | (04
5,51 0,47 5,6% 4.7%
[0,019] - [032] o7 (04
4,65 -0,62 5,6% 4,5%
[0,031] [0,73] | 09 05
245 0,41 5,6% 4,4%
o117 [034] a0

Note : ces tableaux rapportent les estimations du maximum de vraisemblance des parametres des lois asymptotiques de rentabilités minimales (tableau @A) et maximales
(tableau @B) sur la période allant de janvier 1976 a décembre 1993. Deux cas sont considérés : la loi de Gumbel qui correspond a la contrainte 1=0 et la loi de Fréchet qui
correspond au cas plus général 1<0. La premiére colonne donne la longueur de la période de sélection contenant n rentabilités journalieres avec le nombre d’extrémes N
entre parentheses ; les cinq colonnes suivantes rapportent. les estimations des paramétres d’échelle oy, et de localisation 8, et de I'indice de queue T pour les lois de Gum-
bel et de Fréchet ; la colonne suivante donne le résultat du test de ratio de vraisemblance entre la loi de Gumbel et la loi de Fréchet (avec la probabilité de dépassement
entre crochets) ; la colonne suivante donne le résultat du test d’adéquation de Sherman de la loi de Fréchet a la loi empirique des extrémes observés (avec la probabilité
de dépassement entre crochets) ; les deux dernieres colonnes donnent les valeurs du premier décile (fractile a 10 %) et du deuxiéme décile (fractile & 20 %) correspon-
dant 2 des périodes de retour de 10 ans et 5 ans des rentabilités journaliéres minimales observées sur une année et les valeurs du dernier décile (fractile a 90 %) et de
I’avant-dernier décile (fractile 2 80 %) correspondant a des périodes de retour de 10 ans et 5 ans des rentabilités journalieres maximales observées sur une année.
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cette nouvelle série notée (Y, ;)i-1 n VErifie: Y, 1" 2 Y .
<... <Y, n. On calcule ensuite la statistique :

N
1 , y 1
Qy =E§FY,n(Yn.i+l )_FY,n(Yn,i )__N+1

avecFy (Y, 0)=0¢t Fy (Y n:')=1

La variable Qy est asymptotiquement distribuée
comme une loi normale de moyenne (N/(N+1))"' et de
variance approchée (2e-5)/(e’N). Une faible valeur
pour Qy indiquera que les distributions estimée et
observée sont proches 'une de I'autre et que le com-
portement des extrémes est bien décrit par la théorie.
Au contraire, une valeur élevée pour Qy indiquera que
les distributions estimée et observée sont €éloignées
I'une de l'autre et que la théorie ne convient pas. La
valeur de Qy est comparée a une valeur seuil associ€e a
un niveau de confiance donné (5 % par exemple). Si la
valeur de la statistique Qy est supérieure au seuil fixé,
I’hypothese d’adéquation est rejetée. Le rejet peut €tre
expliqué par le fait que les extrémes retenus aient €té
sélectionnés sur des périodes trop courtes ; en d’autres
termes, le nombre de rentabilités de base a partir des-
quelles les rentabilités extrémes sont extraites n’est pas
assez élevé. La théorie des valeurs extrémes est, en
effet, une théorie asymptotique, et nécessite de tra-
vailler avec un grand nombre d’observations afin d’étre
suffisamment proche de la limite.

Empiriquement, ’hypotheése d’adéquation de la
loi de Fréchet aux extrémes observés n’est pas rejetée :
la valeur du test de Sherman est toujours petite en
valeur absolue et inférieure au seuil de 5 % (cf.
colonne «Test d’adéquation de Sherman» des tableaux
QA ct @B). Il semble donc que méme pour des lon-
gueurs de sélection assez courtes (comme le mois ou le
trimestre), il est possible d’utiliser la loi asymptotique.
Ce résultat est confirmé graphiquement sur la figure 1
qui représente la loi empirique des extrémes observés
et la loi asymptotique estimée de Fréchet pour les
minima (figure 1A) et pour les maxima (figure 1B).

Une autre fagon d’apprécier le caractére asympto-
tique de la loi des extrémes est de comparer les fractiles
de la loi obtenus a partir de différentes longueurs de la
période de sélection. Par exemple, considérons le pre-
mier décile (premier fractile de 10 %) de la loi asympto-
tique des rentabilités minimales observées sur une
année (n=250). En utilisant cette loi, nous déduisons
que la valeur du premier décile est égale a -7,8 % (avec
un écart-type d’estimation de 1,5).¢5) La figure 2 repré-
sente 1’évolution du fractile en fonction de la probabi-
lité avec les intervalles de confiance a un et deux €cart-
types. En d’autres termes, il y a une chance sur dix que
la rentabilité journaliere la plus faible de I’année soit
inférieure a -7,8 % et neuf chances sur dix pour qu’elle
soit supérieure a -7,8 %. Une autre manicre de présen-
ter ce résultat consiste a utiliser le concept de période
de retour. Par définition, la période de retour moyenne
d’un événement (comme le dépassement d’un certain
seuil par une variable aléatoire) est la durée moyenne
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Figure 1 A. Distribution empirique et distribution
estimée de Fréchet des rentabilités journaliéres
minimales observées sur un trimestre
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Densité de probabilité
j=1
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0,1

Rentabilités journalieres minimales
observées sur un trimestre (en %)

Données de base : indice SBF 240 (janvier 1976-décembre 1993)

Figure 1 B. Distribution empirique et distribution estimée
de Fréchet des rentabilités journalieres maximales
observées sur un trimestre
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Figure 1. Distribution empirique et distribution estimée de Fréchet des
rentabilités journalieres extrémes observées sur un trimestre. La figure 1A
pour les minima et la figure 1B pour les maxima comparent la distribution
de Fréchet estimée des rentabilités extrémes a la distribution empirique
des rentabilités extrémes observées. Les extrémes sont sélectionnés sur des
trimestres ne se recouvrant pas (n=63). Le test d’adéquation développé par
Sherman (1957) permet de comparer quantitativement les deux distribu-
tions (voir tableau @).

Figure 2. Fractiles des rentabilités journalieres minimales
observées sur une année
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Figure 2. Fractile des rentabilités journali¢res minimales observées sur une
année. Le fractile F de la loi asymptotique de Fréchet des rentabilités jour-
nalieres minimales observées sur une année est représenté pour une pro-
babilité extréme p. Le fractile F(p) étant une variable statistique calcu-
lée a partir de données, il est important de connaitre I'incertitude liée a son
estimation statistique (erreur d’échantillonnage) : les intervalles de
confiance du fractile a un et deux écart-types sont représentés sur la figure
en trait pointillé.



qu’il faut attendre entre deux observations consécutives
dans le temps de ce méme événement. La période de
retour moyenne T d’une réalisation d’une variable aléa-
toire X distribuée selon la loi Fy, inférieure ou égale a
x, est donnée par la formule :

T(x)=

Fy (x)

Appliquée a la distribution des extrémes, il faut
attendre 10 ans en moyenne pour observer une rentabi-
lité¢ journaliere minimale sélectionnée sur une année
inférieure a -7,8 %.

En supposant que le processus des rentabilités
journalieres est i.i.d., la valeur du premier décile peut
aussi étre obtenue a partir des autres lois asympto-
tiques correspondant a des longueurs de période de
sélection différentes (6). Les résultats mettent en évi-
dence la consistance des résultats : le premier décile
varie entre -7,8 % et -8,5 % (cf. colonne «Premier
décile» du tableau @A). Une conclusion similaire est
obtenue pour le deuxi¢me décile correspondant a une
période de retour de 5 ans dont la valeur se situe
entre -6,0 % et -6,3 % (cf. colonne «Deuxi¢me
décile» du tableau @A). Des résultats semblables
sont obtenus pour les rentabilités maximales (cf.
colonnes «Dernier décile» et «Avant-dernier décile»
du tableau @B).

Les lois asymptotiques d’extrémes ont aussi été
estimées a partir de rentabilités de base de différentes
fréquences : une semaine et deux semaines. Cette par-
tie de I’étude est guidée par la réglementation sur les
risques de marché pour les institutions financieres qui
considere deux fréquences : 1 jour et 10 jours (se
reporter au textes réglementaires du Comité de Bale
(1995 et 1996a et b)). La longueur de la période de
sélection (le parametre n) a été choisie de telle sorte
que toutes les distributions soient estimées a partir du
méme nombre d’observations d’extrémes (N=35). Les
résultats empiriques sont reportés dans le tableau @
pour trois fréquences données : 1 jour (rappel du
tableau 1), 5 jours et 10 jours. Les lois d’extrémes se
déplacent vers la gauche (pour les minima) et vers la
droite (pour les maxima) comme I'indique la valeur du
parametre de localisation qui augmente en valeur
absolue, et sont de plus en plus dispersées comme I'in-
dique la valeur du parameétre de dispersion qui aug-
mente, alors que les queues de distribution décroissent
de maniere identique puisque la valeur de I'indice de
queue reste stable (7).

B. Quelques titres individuels cotés a la Bourse de Paris

La loi asymptotique des valeurs extrémes est
maintenant estimée directement sur des titres indivi-
duels et non sur un indice boursier. Les titres choisis
sont : Bouygues, Carrefour, Elf, L’Oréal, LVMH et
Total. La base de données du Crédit commercial de
France donne les prix de cloture journaliers de ces
actions cotées a la Bourse de Paris sur la période allant
de janvier 1973 a ao(it 1996.
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@ Estimation des paramétres des lois asymptotiques de ren-
tabilités journaliéres, hebdomadaires et bimensuelles mini-
males et maximales de Uindice SBF 240

Fréquence Rentabilités Rentabilités
des rentabilités minimales maximales
de base o, By T o, B, 5
1 jour 1,38 2,64 -0 37 ‘ 0,69 247 -027
] (0,35) (0,33) (0,25) | (0,12) (0,15) (0,21)
S jours 1,61 -342 -036 | 136 416 -0,09
(0,27) (0,31) (0,14) \ (0,20) (0,27) (0,15)
10 jours 2,16 -417 -031 | 1,85 5,30 -0,10
(0,37) (0,44) (0,15) | (027) (0,36) (0,12)

Note : ce tableau rapporte les estimations des lois asymptotiques des rentabili-
tés minimales et maximales sélectionnées a partir de rentabilités de base calcu-
lées avec différentes fréquences (1 jour, 5 jours et 10 jours) sur la période allant
de janvier 1976 a décembre 1993. La longueur de la période de sélection (le
parameétre n) a été choisie de telle sorte que toutes les distributions soient esti-
mées a partir du méme nombre d’observations d’extrémes (N=35). Les trois
parametres de ces lois (les parameétres d’échelle et de localisation o, et B, et
l'indice de queue 7) sont estimés par la méthode du maximum de vraisem-
blance. L’écart-type de chaque valeur estimée est donnée entre parenthéses.

© Estimation des paramétres de la loi asymptotique des ren-
tabilités journaliéres extrémes de quelques titres individuels
cotés a la Bourse de Paris

Rentabilités Rentabilités
Actions minimales maximales
On By B e By i
Bouygues 1,85 -4.86 -0,35 231 5,67 -0,26
- - (042) (0,59) (0,17) (0,29) (0,41) (0,12)
Carrefour 1,89 -417 -0,31 1,22 3,93 -0,40
(0,35) (0,38) (0,17) (0,18) (0,37) (0,25)
Elf 1,60 -458 -0,27 1,65 523 -0,22
(0,27) (0,36) (0,15) | (0,21) (0,45) (0,17)
L’Oréal 1,36  -423 -022 | 133 4,63 -023
(0,20) (0,33) (0,10) J (0,20) (0,32) (0,20)
LVMH 1,80 -435 -048 198 495 -028
(0,35) (0,33) (-0,25) ‘ (0,27) (0,18) (0,18)
Total 2,00 -510 -0,33 191 542 -0,07

031) (036) (0,15) | (0.21) (0,36) (0,07)

Note : ce tableau rapporte les estimations du maximum de vraisemblance des
trois paramétres de la loi asymptotique des rentabilités minimales et
maximales: les parametres d’échelle et de localisation o, et B, et I'indice de
queue T. Les extrémes sont sélectionnés sur des semestres (n=125) ne se recou-
vrant pas sur la période allant de janvier 1973 a aoQt 1996. L’écart-type de
chaque valeur estimée est donnée entre parenthéses.

Les résultats empiriques sont donnés dans le
tableau @ pour les rentabilités journalieres minimales
et maximales sélectionnées sur un semestre (n=125).
Pour tous les titres sélectionnés et pour les deux types
d’extrémes, la loi asymptotique est une loi de Fréchet.
Les valeurs estimées de 'indice de queue sont néga-
tives et assez proches d’une entreprise a I'autre : pour
les rentabilités minimales, elles varient de -0,22 pour
L’Oréal a -0,48 pour LVMH ; pour les rentabilités
maximales, elles varient de -0,07 pour Total a -0,40
pour Carrefour. Il n’apparait pas clairement de diffé-
rences significatives entre les rentabilités minimales et
maximales.
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@A. Estimation des parameétres de la loi asymptotique des variations journaliéres minimales du taux au jour le jour en France

Longueur Loi de Gumbel Loi de Fréchet

de la période

de sélection o, B, O B, i
Un mois 229 267 194 234 028
n=21 (N=187) (0,18)  (0,14) (0,15)  (0,16) (0,07)
Un trimestre 3,18 -4.47 2,87 -4,13 -0,20
n=63 (N=62) (0.44)  (0,33)  (0,40)  (0.46) (0,11)
Un semestre 3,89 -5,89 3,40 -5,40 -0,25
n=125 (N=31) (0,76)  (0,56) l7(0,71) (0,89)  (0,21) ;
Une année 5,20 -8,07 \ 4,56 -7,44 -0,25
n=250 (N=15) (1.41)  (1,05) L (1,10)  (1,75) (0,41)

Test Gumbel vs Test d’adéquation 1-décile  2¢ décile
Fréchet de Sherman
22,50 1,00 ‘ s ‘ 122
[<0,001] [0,16] (B34) (12)
6,46 i 0,15 196 | -116
[0,003] ‘ [0.56] @7 (1,0)
4,90 0,57 202 10,9
[0,008] ; [0,72] (3.,8) 13)
1,84 0,08 213 108
[0,019] [0,47] (5.2) (1,7)

OB. Estimation des paramétres de la loi asymptotique des variations journaliéres maximales du taux au jour le jour en France

Longueur Loi de Gumbel Loi de Fréchet

de la période

de sélection Oy B, (57 B, T
Un mois 2,96 2,63 2,24 2,04 -0,40
n=21 (N=187) (0,24)  (0,18) (0,24)  (0,18) (0,09)
Un trimestre 4,74 4,77 3,68 3,90 -0,37
n=63 (N=62)  (0,66) (049) | (0,61) (0,55) (0,15)
Un semestre 6,07 7,02 4,62 5,90 -0,39
n=125 (N=31) (1,19) (0,88) | (1,06)  (1,06) (0,23)
Une année 8,45 g i Bl 6,99 9,82 -0,31
n=250 (N=15) (230)  (1,70) | (1,83)  (2,28) (0,32)

Test Gumbel vs Test d’adéquation  Dernier  Avant- dernier
Fréchet de Sherman décile décile
53,10 0.86 331 23,7
C[c0001) o o19] (7.0) (40)
1840 0,88 | 322 | 230
[<0001] [0,19] 33 4D
‘ 10,08 0,30 312 218
! (0,001] (0,38] L @D (4.1)
3,06 0,68 32.7 232
[0,012] | [025] | B4 (4.4)

Note : ces tableaux rapportent les estimations du maximum de vraisemblance des parameétres des lois asymptotiques de variations de taux journalieres minimales
(tableau @A) et maximales (tableau @B) sur la période allant de janvier 1981 a aofit 1996. Deux cas sont considérés : la loi de Gumbel qui correspond a la contrainte
1=0 et la loi de Fréchet qui correspond au cas plus général 1<0. La premiére colonne donne la longueur de la période de sélection contenant n rentabilités journalieres
avec le nombre d’extrémes N entre parentheses ; les cinq colonnes suivantes rapportent les estimations des parametres d’échelle oy, et de localisation B, et de I'indice
de queue T pour les lois de Gumbel et de Fréchet ; la colonne suivante donne le résultat du test de ratio de vraisemblance entre la loi de Gumbel et la loi de Fréchet
(avec la probabilité de dépassement entre crochets) ; la colonne suivante donne le résultat du test d’adéquation de Sherman de la loi de Fréchet a la loi empirique des
extrémes observés (avec la probabilité de dépassement entre crochets) ; les deux dernieres colonnes donnent les valeurs du premier décile (fractile a 10 %) et du
deuxieme décile (fractile a 20 %) correspondant a des périodes de retour de 10 ans et 5 ans pour les variations de taux journalieres minimales observées sur une année
et les valeurs du dernier décile (fractile a 90 %) et de I’avant-dernier décile (fractile a 80 %) correspondant a des périodes de retour de 10 ans et 5 ans pour les varia-
tions de taux journalieres maximales observées sur une année avec les écart-types entre parentheses.

La comparaison avec les résultats concernant I'in-
dice SBF 240 permet d’étudier le phénomene d’agréga-
tion des titres. Pour les rentabilités minimales et maxi-
males, la valeur de I'indice de queue t est similaire pour
les titres individuels et pour I'indice alors que la disper-
sion (le parametre o) et 'amplitude (le parametre 3,)
de la distribution sont plus fortes pour les titres indivi-
duels que pour l'indice. Par exemple, I'amplitude des
plus fortes baisses journaliéres sur un semestre pour
I'indice est de -2,64 % alors qu’elle est de -4,86 % pour
Bouygues, -4,17 % pour Carrefour, -4,18 % pour Elf, -
4,23 % pour L’Oréal, -4,35 % pour LVMH et -5,10 %
pour Total.

2. Taux d’intérét

La loi des valeurs extrémes est aussi appliquée a
une série de taux a court terme sur le marché francais.
La base du Crédit commercial de France comprend les
données journalieres du taux au jour le jour (TJJ) pour
la période allant de janvier 1981 a aofit 1996 compre-
nant 3 945 observations.
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Les résultats sont présentés dans les tableaux @A
et @B pour les variations de taux (des variations rela-
tives de taux auraient aussi pu étre utilisées). Les résul-
tats empiriques montrent que le type de loi asympto-
tique est aussi une loi de Fréchet : comme les données
sur actions, I'indice de queue est aussi négatif ; sa
valeur est comprise entre -0,20 et -0,28 pour les varia-
tions minimales du TJJ et entre -0,31 et -0,40 pour les
variations maximales.

[I Charge en fonds propres

1. Rappel sur la réglementation

Le concept de Value at Risk (VaR) s’est imposé
comme standard pour mesurer les risques de marché
). La VaR d’une position de marché est un nombre
censé mesurer et résumer le risque encouru sur cette
position ; elle est définie comme la perte potentielle
maximale pour une probabilité fixée sur une période



donnée. Les risques considérés sont généralement ceux
liés aux fluctuations des taux d’intérét, du cours de
change des monnaies, du prix des actions et du cours
des matieres premieres.

En France, comme I’explique Nouy (1996), la
Commission bancaire (Reéglement n° 95-02) a finale-
ment adopté en application de la directive d’adéqua-
tion des fonds propres de I’'Union européenne (Capital
Adequacy Directive CAD, juin 1993) la formule sui-
vante pour calculer la charge en fonds propres liée a
I’activité de marché:

CFP, =

Max(CFPMSH,CFPMSt_l.%‘—l,m.VaRHj (7]
VaR,

dans laquelle la charge en fonds propres calculée
d’apres la méthode standard de la CAD, notée
CFPMS, est comparée a la VaR donnée par le modele
interne, m étant un facteur multiplicatif compris entre 3
et 4 reflétant la qualité du modele (voir Comité de Bale
(1996a)), t-1 la date d’arrété, t la période d’application
et t’” une date de référence passée.

Si le concept de VaR s’est imposé comme stan-
dard dans le secteur bancaire, son application pratique
présente une certaine diversité : de nombreuses
méthodes de calcul sont actuellement développées
dans les banques. Ces méthodes peuvent se regrouper
en trois catégories: les méthodes historiques, les
méthodes de simulation de Monte Carlo et les
méthodes de variance covariance utilisant la loi nor-
male.

Comme il a déja été signalé, ces méthodes pren-
nent difficilement en compte les extrémes des marchés
financiers. Par exemple, la méthode historique utilise
souvent une période trop courte et trop récente (6 mois
ou un an) pour tenir compte des conditions de crise
rencontrées dans un passé plus lointain. Les méthodes
paramétriques de simulation de Monte Carlo ou de
variance covariance spécifient des distributions comme
la loi normale dont le poids des extrémes est souvent
sous estimé.

2. VaR : Papport des valeurs extrémes

La théorie des valeurs extrémes présentée précé-
demment peut étre utilisée pour élaborer des scénario
de stress cohérents avec les risques financiers passés,
ou calculer une VaR qui tienne compte des valeurs
extrémes (9).

Nous allons comparer la valeur de la charge en
fonds propres donnée par les réglementations BRI et
CAD, aux valeurs de charge en fonds propres déduites
de VaR estimées selon les deux méthodes suivantes:

e ]a méthode historique classique. A partir de I’his-
torique des rentabilités bimensuelles de la position,
nous sélectionnons le fractile a 99 %. La figure 3
illustre graphiquement la méthode historique.

e laméthode des valeurs extrémes. A partir de I’his-
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torique des rentabilités bimensuelles de la position,
nous sélectionnons les rentabilités extrémes sur des
sous-périodes ne se recouvrant pas et contenant n ren-
tabilités de base ; dans I’étude empirique, nous prenons
6 mois correspondant a 13 périodes de 10 jours (n=13).
Nous estimons ensuite la distribution des rentabilités
minimales (nous considérons une position longue) ;
nous utilisons les résultats d’estimation reportés sur la
derniere ligne du tableau @ correspondant a une fré-
quence de 10 jours. A partir de cette distribution, nous
sélectionnons le fractile a 99 % a la puissance n d’aprés
la formule 2 pour le minimum (n=13 donnant
p=0,877) (10). La figure 4 illustre graphiquement la
méthode des valeurs extrémes.

3. VaR et période de retour pour une
position sur le marché boursier francais

Empiriquement, pour une position longue sur le
marché francgais, la VaR est égale a 11,08 % calculée
par la méthode historique et égale a 10,19 % calculée
par la méthode des valeurs extrémes ; ces chiffres sont
d’ailleurs proches du niveau de capital de 12 % préco-
nisé par la réglementation (4 % de risque spécifique et
8 % de risque global pour un portefeuille liquide). En
appliquant la formule donnée par le Comité de Bale ou
la Commission européenne (3 fois la VaR), nous trou-
vons des niveaux de fonds propres de 33,24 % pour la
méthode historique et de 30,57 % pour la méthode des
valeurs extrémes. La méthode standard, proposée par
les régulateurs, recommande un montant forfaitaire de
12 % qui dans le cas du marché boursier frangais est
moins contraignant.

Ces résultats peuvent aussi s’analyser a ’aide du
concept de période de retour introduit en partie II 1.
Par définition, la période de retour moyenne est la
durée qu’il faut attendre entre 1’observation de deux
événements identiques (par exemple, une chute du
marché supérieure a x % ). Pour calculer la période de
retour moyenne d’une chute du marché dépassant le
capital réglementaire, nous utilisons la distribution des
valeurs extrémes et non la distribution empirique ; en
effet, la distribution des valeurs extrémes est paramé-
trique et permet donc d’évaluer la période de retour
pour des événements de tres faible probabilité alors
que la distribution empirique ne le permet pas toujours
en raison du nombre limité de données. Ainsi, nous
pouvons donner la durée de retour moyenne d’une
chute du marché au moins égale au capital requis de
30,57 % bien qu’un tel mouvement n’ait jamais été
observé. Un tel événement devrait se produire tous les
94 ans en moyenne. Inversement, nous pouvons calcu-
ler la période de retour moyenne pour un niveau de
capital donné. Le niveau de capital de 12 % fixé par la
méthode standard correspond a une période de retour
moyenne d’environ 6 ans.
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