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Choix de Portefeuille et Mesures de Performance
par Patrice Poncet
1. Introduction

Le dilemme fondamental de la finance est celui du choix entre obtenir une rentabilité certaine mais faible, ou prendre un risque contrebalancé par une rentabilité espérée plus élevée. Markowitz (1952, puis 1959) fut le premier à formaliser et quantifier l’effet de diversification selon lequel une combinaison judicieuse de nombreux actifs dans un portefeuille permet de réduire le risque total pour un taux espéré de rentabilité donné. Un corollaire extrêmement important en découle directement : l’intérêt d’investir dans un titre financier ne doit pas être évalué séparément mais dans le cadre d’un ensemble de nombreux véhicules d'épargne (actions, obligations, dépôts à terme, immobilier, foncier, etc.) offerts sur le marché. 

Sur la base des travaux de Markowitz, Sharpe, Lintner et Mossin développèrent dans les années 1960 un modèle (le Modèle d’Equilibre des Actifs Financiers ou MEDAF, en anglais Capital Asset Pricing Model ou CAPM) qui aboutit, sous certaines hypothèses, à la relation d’équilibre entre la rentabilité espérée d’un actif financier quelconque et son risque. Encore une dizaine d’années plus tard, à la fin des années 70, Ross développa un modèle multifactoriel alternatif au MEDAF nommé APT (Arbitrage Pricing Theory). Le modèle de Markowitz, le MEDAF et l’APT constituent ainsi le noyau dur de la théorie classique du portefeuille.

Nous présentons à la section 2 la théorie des choix dans l’incertain et le paradigme espérance-variance sur lequel les modèles classiques sont fondés, à la section 3 le concept de diversification, à la section 4 la construction des portefeuilles efficients (modèle dit de Markowitz), à la section 5 le MEDAF-CAPM, à la section 6 les modèles factoriels, à la section 7 l’APT, et à la section 8 les problèmes de mise en œuvre associés à ces modèles. Les principales mesures de performance et leurs limites sont étudiées à la section 9. Enfin, la section 10 propose en guise de conclusion un résumé des principaux concepts et résultats rencontrés.

2. Les choix dans l’incertain
Cette section présente succinctement la théorie des choix dans l’incertain et le critère espérance-variance. 

2.1  Les choix dans l’incertain et le critère de l’espérance de l’utilité
Il s’agit de déterminer la décision optimale parmi des alternatives conduisant à différents gains aléatoires 
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prenant un nombre fini de valeurs (w1, …, wN) avec des probabilités respectives (p1, ..., pN). On peut interpréter 
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 comme le résultat d’une loterie et il s’agit d’établir un critère qui permette de comparer différentes loteries afin de choisir la « meilleure ». 
Selon une conception primitive, un investisseur d’une part serait indifférent entre la loterie au résultat incertain 
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 et une somme certaine égale à l’espérance mathématique des gains de la loterie, E(
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, et, d’autre part, entre plusieurs loteries, devrait préférer celle qui a l'espérance de valeur la plus élevée.

Cette présomption simpliste est en fait contredite par le comportement effectif de la plupart des individus face au risque (du moins lorsque ce dernier est important au regard de la richesse de l’individu, ce que nous supposerons tout du long). Considérons par exemple une loterie 
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donnant, avec des probabilités égales, soit 0 soit 200 000 €. La plupart des individus préfèrent nettement une somme certaine de 100 000 € à la loterie 
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 alors même que E(
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) = 100 000 €.
Cette préférence pour le résultat certain reflète l'aversion au risque qui caractérise la plupart des agents économiques. Dans un ouvrage fondamental, Von Neumann et Morgenstern (1944) démontrèrent formellement que tout individu obéissant à quelques axiomes intuitifs de rationalité cherche à maximiser, non pas l’espérance de sa richesse, mais l'espérance de l'utilité de celle-ci. La fonction d'utilité U(.) traduit les préférences de chaque individu, lui est spécifique, et dépend notamment de sa richesse initiale au moment de la décision et de son aversion au risque. Synthétiquement, le programme d’un individu confronté à des choix aux conséquences aléatoires se résume à maximiser E[U(
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)].

Bien que spécifique, la fonction d'utilité U(.) de la plupart des individus possède les deux caractéristiques suivantes : (i) elle est croissante avec la richesse (on désire toujours être plus riche) ; (ii) elle est concave (le taux de croissance est de plus en plus petit à mesure que la richesse est plus grande) ; c’est cette concavité qui traduit, sur le plan mathématique, l’aversion à l’égard du risque.

Exemples 
La fonction logarithmique U(W) = ln(W) satisfait bien ces deux propriétés d’une fonction d’utilité : elle est croissante et concave (d ln(W)/dW = 1/W  > 0 ; d2 ln(W)/dW2 = -1/W2  < 0).
La fonction puissance U(W) = (W1-a )/(1-a), avec  a > 0 et différent de 1, les satisfait aussi :   d U(W)/dW = W -a > 0 ; d2 U(W)/dW2 = -aW-a-1  < 0).
Pour résumer, une loterie incertaine 
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 a moins d’attrait qu’une somme certaine égale à E(
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). Ce résultat qui révèle l’aversion à l’égard du risque de l’agent (interprétation financière) résulte de la concavité de la fonction d’utilité U.

2.2  Le critère Espérance-Variance

L’utilisation de fonctions d’utilité générales s’avère en général trop complexe. C’est la raison pour laquelle, à la suite de Markowitz, on simplifie le problème du choix dans l’incertain de l’investisseur en supposant que celui-ci prend ses décisions en fonction seulement de deux paramètres : l’espérance de sa richesse, E(
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), qu’il souhaite la plus grande possible, et sa variance, 2(
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), qu’il désire la plus faible possible. On parle alors du critère Espérance-Variance (E-V dans la suite).
Il est important et facile de montrer que dans le cas d’une fonction d’utilité quadratique et celui d’une richesse distribuée selon une loi Normale (gaussienne), le critère E-V est bien impliqué par la rationalité de Von Neuman et Morgenstern.
 

L’investisseur qui respecte le critère E-V maximise donc une fonction f (E(
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), 
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)), fonction croissante de E et décroissante de  à variance 
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) donnée, il prend la décision qui conduit à l’espérance maximale de richesse, et, à espérance E(
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) donnée, il minimise la variance (
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). L’avantage décisif de cette formalisation E-V, outre sa simplicité, est qu’elle permet de raisonner graphiquement dans un espace à deux dimensions seulement, facilitant ainsi le raisonnement et guidant l’intuition. Notons cependant que le critère E-V ne capture pas, en général, tous les aspects de l’aversion au risque, tel par exemple la préférence pour une asymétrie positive (plus de probabilité d’avoir des valeurs très positives que très négatives).

3. La diversification des portefeuilles

Pour un investisseur obéissant au critère E-V, il s’agit maintenant de comprendre comment se comportent l’espérance et la variance du portefeuille en fonction des caractéristiques de rentabilité et de risque des titres le constituant. L’espérance de rentabilité du portefeuille est évidemment la moyenne pondérée des espérances de rentabilité de chacun des titres entrant dans sa composition. La contribution de chaque titre à la rentabilité espérée du portefeuille est donc directement proportionnelle à sa rentabilité espérée. En notant xi les poids des titres risqués dans le portefeuille P tels que
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, où n est le nombre total de titres échangeables sur le marché, l’espérance de la rentabilité de P est égale à : 
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. Nous noterons plus simplement E(R) ≡ , et donc : 
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Quant au risque, nous mesurerons celui du portefeuille par la variance (ou l’écart-type) de sa rentabilité. Cependant, ce qui est vrai pour un portefeuille ne l’est pas pour un titre individuel. En effet, le risque induit par un titre i pour l’investisseur détenant le portefeuille P doit se mesurer par la contribution de i au risque global de P (comme c’est sa contribution à l’espérance de ce dernier que l’on retient).  Il est faux de mesurer le risque induit par i par la variance ou l’écart-type de sa rentabilité car c’est sa corrélation avec la rentabilité de P qui constitue ce risque.
Pour comprendre cette assertion fondamentale, considérons un titre i négativement corrélé avec le portefeuille P : quand les performances de i sont bonnes (respectivement, mauvaises), celles de P ont une forte chance d'être mauvaises (respectivement, bonnes), et réciproquement. Le titre i tend par conséquent à tirer la rentabilité globale du portefeuille vers sa moyenne et donc à réduire l’amplitude de ses variations. Il réduit ainsi le risque global, bien qu’il puisse avoir une variance très élevée. Au contraire, si i est fortement et positivement corrélé avec P, les fluctuations de sa rentabilité sont en général du même signe que celles des autres titres et sa détention augmente la variance globale (ou l’écart-type) du portefeuille, même si sa variance (ou écart-type) est faible.

Ces considérations intuitives conduisent donc à apprécier le risque induit par un titre individuel par la  covariance  de sa rentabilité avec celle du portefeuille (cov(Ri ,RP) ≡ i,P). C’est, plus précisément, le ratio i,P/P (en prenant comme mesure de risque pour le portefeuille son écart-type) qui mesure la contribution marginale de l’actif i au risque total du portefeuille. De ce résultat découlent deux conséquences cruciales :

- Bien que la variance d’un titre risqué soit par définition positive, le risque (marginal) d’un tel actif est négatif (respectivement, positif) si sa covariance avec le portefeuille dans lequel il est englobé est négative (respectivement, positive);

- Comme tous les portefeuilles des investisseurs sont a priori différents, il n’est pas possible a priori de répondre à la question de savoir quel est le risque encouru par l’investisseur s’il achète le titre i. En effet, la réponse dépend du portefeuille P dans lequel i est plongé.

4. Portefeuilles efficients et frontière efficiente
Les principaux concepts qui émergent  de la théorie du choix de portefeuille dans le cadre du critère E-V sont facilement appréhendés à partir de graphiques et d’outils mathématiques simples. L’investisseur est supposé, sans coûts de transaction, acheter ou vendre à découvert
 des titres qu’il va combiner pour former un portefeuille, et appliquer le critère E-V.

A la suite de Markowitz, on définit comme efficients les portefeuilles caractérisés par une espérance de rentabilité  maximum à variance 2 donnée (ou par une variance minimum à espérance de rentabilité donnée, sachant que cette dernière doit être supérieure ou égale à celle du portefeuille ayant la plus petite variance). La frontière efficiente est l’ensemble de tous les portefeuilles efficients. Pour la trouver, on résout le programme suivant, dans lequel les portefeuilles P combinent un nombre n quelconque de titres risqués :
(1) 
Min 
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, sous les contraintes : 
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Il s’agit de trouver le vecteur des poids xi qui minimise la variance du portefeuille, tout en offrant une espérance P donnée (première contrainte) et en respectant le fait que la somme des poids des titres est égale à un (seconde contrainte). On trouve ainsi pour un P donné le portefeuille (les poids xi) de variance minimum, et, en faisant varier P, on obtient toute la frontière efficiente. Il est préférable en fait, pour des raisons à la fois graphiques et financières qui deviendront claires plus tard, d’utiliser l’écart-type du portefeuille plutôt que sa variance, le problème mathématique étant le même (minimiser 
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La frontière efficiente prend deux formes différentes, selon l’absence ou la présence d’un actif à rendement sans risque, typiquement un titre d’Etat. Il faut donc considérer deux cas. 
En l’absence d’un tel actif, l’ensemble des points représentant tous les portefeuilles possibles dans l’espace (, ) est constitué par la surface grisée S de la figure 1 délimitée par une hyperbole. Cependant, seuls sont efficients les portefeuilles situés sur la branche supérieure (en traits pleins) de l’hyperbole (on comparera les portefeuilles A et B de même risque A). Cette courbe est la frontière efficiente de Markowitz
.
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                                   Figure 1. Frontière efficiente de Markowitz (pas d’actif sans risque)
Par une diversification appropriée, l’investisseur peut réduire sensiblement son risque sans sacrifice de rentabilité espérée. Toutefois, il faut malheureusement accepter de prendre plus de risque (bien diversifié, tout de même) pour augmenter la rentabilité espérée du portefeuille, la relation entre ces deux grandeurs n’étant pas linéaire. Le fait qu’une augmentation d’espérance de rentabilité nécessite une prise de risque supplémentaire constitue, après la notion de diversification, l’un des concepts les plus importants de la finance.
Après avoir tracé la frontière efficiente, l’investisseur choisira, rn fonction de son aversion au risque et de sa richesse initiale, le portefeuille situé sur l’hyperbole de Markowitz (tel que A sur la figure 1) qui réalise le meilleur compromis, pour lui, entre risque et rentabilité espérée.

En présence d’un actif sans risque, l’investisseur peut prêter (et, parfois, emprunter) au taux d’intérêt du marché, noté r et supposé positif. Un portefeuille investi intégralement dans cet actif sans risque est représenté sur la figure 2 par le point d’abscisse nulle et d’ordonnée r.
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Figure 2 : Frontière efficiente (avec un actif sans risque)
On peut démontrer, dans ce cas, les résultats très importants suivants
 :

a) La frontière efficiente devient la demi-droite (en traits épais sur la figure 2) tangente à l’hyperbole de Markowitz passant par le point r. T est le portefeuille efficient tangent et ne comprend que des actifs risqués. L’équation de cette droite est la suivante :

(2)
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L’investisseur choisira évidemment le portefeuille (unique) situé sur cette demi-droite qui maximise son espérance d’utilité.

b) Tout portefeuille efficient peut être obtenu par combinaison de deux portefeuilles : l’actif sans risque (considéré comme un portefeuille) et le portefeuille tangent T. Si les poids respectifs de r et de T sont positifs, le portefeuille efficient P résultant est situé sur le segment de droite [r, T]. Si le poids affecté à l’actif sans risque est négatif (caractérisant un emprunt, ce qui n’est pas toujours possible en pratique), la frontière efficiente est toute la demi-droite issue du point r.

c) Pour les portefeuilles efficients, c’est-à-dire bien diversifiés, la relation entre rentabilité espérée et risque est linéaire, résultat justifiant par sa simplicité l’adoption de l’écart-type plutôt que de la variance comme mesure de risque.

d) De plus, cette frontière efficiente domine en tous points (sauf un, le point de tangence T) la frontière efficiente de Markowitz puisqu’elle est située au nord-ouest de l’hyperbole dans le plan (, ). Le compromis risque-rentabilité est non seulement linéaire, il est plus favorable à l’investisseur.

e) Le résultat fondamental selon lequel tous les portefeuilles efficients sont des combinaisons de l’actif sans risque et du portefeuille tangent est appelé « théorème de séparation en deux fonds (ou portefeuilles) » : bien que N+1 titres différents (N risqués et un sans risque) soient présents sur le marché, tous les portefeuilles efficients se construisent à partir des mêmes deux portefeuilles (r et T). Les investisseurs ayant le même horizon d’investissement et les mêmes convictions quant aux espérances, variances et covariances des titres (ils font face à la même frontière efficiente) détiennent alors tous une combinaison du même portefeuille d’actifs risqués T et de l’actif sans risque. Seuls les poids qu’ils allouent à T et à r dans cette combinaison dépendent de leur aversion au risque et de leur richesse. Un individu prudent allouera un poids faible au portefeuille d’actifs risqués T et un poids élevé à l’actif sans risque (il choisira un portefeuille tel que i sur la figure 2) alors qu’un investisseur moins craintif affectera un poids élevé à T et un poids faible à r. Il peut même choisir de s’endetter (poids négatif sur l’actif sans risque) pour investir dans T davantage que sa richesse initiale et construira un portefeuille tel que j sur la figure 2.

 f) Ce théorème de séparation en deux fonds est très important en pratique car il justifie l’existence des SICAV et FCP : deux fonds quelconques bien gérés (dont l’un est investi intégralement dans des actifs sans risque et l’autre dans des actifs risqués bien diversifiés) suffisent à satisfaire les exigences de tous les investisseurs E-V ayant le même horizon d’investissement; ces derniers simplement les combinent différemment selon leur richesse et aversion au risque. L’économie réalisée ainsi par les investisseurs sur leurs coûts de transaction et d’information peut être considérable. Cette économie permet de rationaliser le rôle de l’industrie de la gestion déléguée de portefeuille. 
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La théorie a radicalement modifié la façon de concevoir la gestion de portefeuille, s’agissant aussi bien d’un investisseur en direct que d’une gestion déléguée, et ses apports sont essentiels. En pratique, toutefois, sa mise en œuvre pose des problèmes ardus qu’il convient de comprendre.

D’abord, l’investisseur doit savoir résoudre le programme de Markowitz de minimisation de la variance ou de l’écart-type du portefeuille, sujet aux deux contraintes évoquées précédemment, ce qui n’est pas fréquemment le cas.

Ensuite, et surtout, pour résoudre ce programme, il faut au préalable accomplir deux tâches. La première est de choisir l’ensemble des N titres jugés pertinents, et la seconde d’estimer tant le vecteur des espérances de rentabilité de ces titres que la matrice de leurs variances-covariances. Cette dernière exigence implique un nombre souvent considérable de paramètres inconnus à estimer (l’éventuel taux sans risque r, lui, est connu) : n espérances, n variances et n(n – 1)/2 covariances. Ces problèmes sont examinés brièvement en section 8.

5. Le modèle d'équilibre des actifs financiers (MEDAF ou CAPM)

Un investisseur individuel intervient en réalité sur un marché financier concurrentiel impliquant de nombreux autres investisseurs maximisant eux aussi leur espérance d’utilité et sur lequel s’établissent des prix (en général) d’équilibre.

La prise en compte de la pluralité des investisseurs conduit sous certaines hypothèses à un modèle exprimant les rentabilités espérées d’équilibre, le Modèle d’Equilibre des Actifs Financiers (MEDAF), ou Capital Asset Pricing Model (CAPM). Son message central est que, pour tout actif financier pris isolément, la relation entre son risque et sa rentabilité espérée est linéaire, à condition de mesurer ce risque par sa covariance avec le marché pris dans son ensemble, et non sa variance ou son écart-type.
La façon la plus simple (il y en a d’autres) de déterminer la relation entre rentabilité espérée et risque d’un titre financier à l'équilibre du marché est de supposer que tous les investisseurs obéissent au critère E−V et qu’il existe un actif sans risque. De plus, on suppose que les individus ont le même horizon d’investissement et des anticipations identiques, c’est-à-dire qu’ils utilisent tous le même vecteur des rentabilités espérées et la même matrice de variance-covariance.
 Dans ce cas, pour chacun d’entre eux, la frontière efficiente est la même, à savoir la demi-droite de la figure 2.

Un résultat intermédiaire important découle de l’hypothèse d’anticipations identiques. En présence d’un actif sans risque, la relation entre la rentabilité espérée et le risque (mesuré par l'écart-type) d’un  portefeuille efficient est, à l'équilibre, linéaire :

(3)
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où P est un portefeuille efficient quelconque et M représente le portefeuille de marché comprenant tous les actifs risqués (on dit, simplement, le marché).
Ce résultat découle directement de l’équation (2) de la demi-droite, illustrée sur la figure 2, dans laquelle T a été remplacé par M. En effet, en vertu des hypothèses adoptées, tous les investisseurs ont le même portefeuille tangent T d’actifs risqués. Or, à l’équilibre, tous les actifs offerts doivent être détenus, par définition de l’équilibre. Par conséquent, T comprend tous les actifs disponibles et se confond avec M.
L’équation (3) représentant la frontière efficace pour des portefeuilles optimaux est représentée graphiquement par une droite appelée CML (Capital Market Line) ou droite de marché des capitaux. Elle est illustrée sur la Figure 3.
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Figure 3 : Droite de marché des capitaux (CML)

La pente de la droite (3) est appelée prix de marché du risque pour un portefeuille. Ce prix est lui-même égal à la prime de risque du marché (M – r)  offerte en moyenne au marché divisée par le montant du risque supporté (MCette prime espérée ex ante (M – r) doit être positive pour inciter les investisseurs à financer des entreprises ou des projets d’investissement risqués. Toutefois, comme la rentabilité du marché est aléatoire, la différence (RM - r) est souvent négative ex post, et parfois largement comme à l’issue des krachs boursiers de 1929, 1987, 2001 ou 2008, sans contradiction avec la théorie.
Les portefeuilles des investisseurs ne diffèrent, en fonction de leur richesse et de leur aversion au risque, que par les poids respectifs alloués au portefeuille de marché M et à l’actif sans risque r. Ils sont donc parfaitement corrélés, puisque l’actif sans risque ne joue aucun rôle dans le calcul de la corrélation.

L'équation (3) n'est valide que pour les portefeuilles efficients et non pour les titres pris individuellement. C’est le MEDAF qui seul établit la relation prévalant à l’équilibre entre le risque et la rentabilité espérée d’un titre considéré isolément. Sa justification est fondée sur un résultat, formulé plus haut, selon lequel la mesure correcte du risque d'un titre immergé dans un portefeuille P est iP/P. Puisque, à l’équilibre, tout portefeuille risqué est le marché M, le MEDAF s’obtient directement en remplaçant dans l’équation (3) le risque P du portefeuille efficient P par le risque iM/M de l’actif isolé i :


[image: image31.wmf](

)

r

r

r

r

M

i

iM

M

M

i

-

+

=

÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

-

+

=

m

b

s

s

m

m

2

)

4

(


avec

[image: image32.wmf]2

/

M

iM

i

s

s

b

º


soit encore 

(5)                                        
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La rentabilité espérée (i) et le risque relatif (
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) de tout actif i sont bien liés par une relation linéaire. La pente de la droite de régression de la rentabilité de l’actif i sur la rentabilité du marché est égale à iM/2M et est couramment appelée i. C’est pourquoi on utilise habituellement la notation « bêta » pour le MEDAF. D’après (5), le bêta s’interprète comme la sensibilité de la prime de risque du titre aux fluctuations de la prime de risque du marché global. Puisque le bêta du marché (
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) est égal à 1, un bêta d’un titre supérieur (respectivement, inférieur) à 1 indique un titre plus (moins) risqué que le marché. Un titre plus (moins) risqué, dans cette acception, qu’un autre titre doit avoir une rentabilité espérée plus élevée (faible).

La prime de risque ex ante offerte par le marché, (M – r), dépend évidemment de l’aversion au risque moyenne des investisseurs. Ceci explique pourquoi, même si le taux d’intérêt sans risque et les espérances des flux futurs de trésorerie générés par les entreprises restent inchangés, les valeurs boursières des titres varient si l’aversion moyenne au risque des investisseurs change.
Le graphe dans le plan [
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] des relations (4) ou (5) est appelé droite de marché des actifs risqués (ou SML, Security Market Line). Celle-ci, illustrée sur la figure 4, passe par les deux points de coordonnées respectives (0, r) et (1, M).
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Figure 4 : Le MEDAF et la SML
A l'équilibre, la prime de risque (i - r) offerte à chaque titre est proportionnelle à son risque mesuré par le bêta (les points représentatifs des titres doivent donc tous être situés sur la SML). Ceci explique pourquoi un actif ayant une variance très élevée peut offrir une prime de risque ex ante plus faible qu’un autre titre de variance plus réduite, si sa covariance avec le marché (son bêta, donc) est moindre. Pour la même raison, un actif risqué (tel que le titre n sur la Figure 4) peut offrir une rentabilité espérée inférieure à r, et même négative, si son risque relatif (son bêta) est négatif. En effet, ce titre est alors un "super-diversificateur" de risque puisque sa rentabilité co-varie négativement avec celle du marché. C'est le cas par exemple de l'or, dont on sait qu’à long terme le taux de rentabilité est très faible. La droite de marché des actifs risqués est ainsi complète (contrairement à la droite de marché des capitaux qui est une demi-droite) puisqu’il n’y a pas de limite théorique à la valeur, positive ou négative, du bêta.
Le MEDAF permet en outre de résoudre le problème de la mesure du risque d’un titre individuel. On a vu, en effet, que le risque d'un titre individuel est apprécié par iP, sa covariance avec le portefeuille P dans lequel il est plongé, rendant ainsi « arbitraire » la mesure de risque en ce sens qu’elle dépend du portefeuille en question. Or le MEDAF fait disparaître cette ambiguïté : le risque du titre i est mesuré par sa sensibilité i aux fluctuations du marché, et cette mesure est la même quel que soit le portefeuille exact de l'investisseur. Le risque d'un titre redevient donc « objectif » en ce sens. L'importance théorique et pratique du modèle en est soulignée.
6. Les modèles à facteurs

Les modèles à facteurs, contrairement au MEDAF, sont de pures constructions statistiques sans fondement théorique. Ils permettent de simplifier grandement l’estimation des covariances des rentabilités des différents titres. Nous commençons par le modèle à un facteur de Sharpe, avant de présenter les modèles multi-facteurs.

6.1 Le modèle à un facteur ou modèle de marché (ou de Sharpe)

Malgré ses airs de parenté avec le MEDAF, le modèle à un facteur de Sharpe, dit également modèle de marché, est fondé sur une décomposition statistique ad hoc et n’est absolument pas nécessaire à la validité dudit CAPM. Il permet cependant de donner une explication très intuitive de la théorie du portefeuille. 

Le modèle de marché repose sur l’hypothèse selon laquelle l’aléa sur chaque titre est dû : 

· pour partie, à l’aléa entachant la rentabilité globale RM du marché ; 

· pour partie, à un aléa spécifique au titre considéré, indépendant du précédent.

La rentabilité Ri d’un titre i quelconque s’écrit ainsi comme la somme de trois composantes :

(6)


 Ri  =  i  +  (i RM +  i          i = 1, …, n
La première composante, i, est une grandeur non aléatoire spécifique à i ;
La deuxième, (i RM, exprime la réaction de la rentabilité Ri  aux fluctuations du marché et reflète donc l’intensité de la co-variation de Ri  et de RM ; il s'agit de la pente de la droite de régression de Ri sur RM , que l’on peut écrire : (i = iM /M2. 
 Nous reconnaissons le bêta qui joue un rôle central dans le MEDAF. L’aléa représenté par (i RM s’appelle risque systématique, pour des raisons expliquées plus avant.

La troisième composante, i, représente le risque spécifique, ou diversifiable, du titre i; l’aléa i est d’espérance nulle, indépendant de la rentabilité du marché RM et de tous les i caractérisant les autres titres (c’est donc un bruit blanc).

La rentabilité du portefeuille P s’écrit également comme la somme de trois composantes. En notant xi le poids du titre i dans le portefeuille P, l’on a : RP = 
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RP = (x11 + x22 +…+ xnn)    +     (x1(1+ …+ xn(n)RM     +     (x11+ x22+…+ xn n)
RP =                 P                      +               (PRM                   +                     P
                  constante                             aléa systématique                 aléa diversifiable

La troisième composante, P, est la somme pondérée des risques indépendants, spécifiques aux titres individuels. Or, la loi des grands nombres permet d’annuler pratiquement ce dernier risque pourvu que le portefeuille P soit bien diversifié. En effet, quand certains i sont positifs, d’autres sont négatifs et leur somme pondérée est toujours pratiquement nulle, si n est grand et aucun xi trop important. C’est pourquoi le composant i de chaque rentabilité Ri est appelé risque diversifiable car il est (presque) éliminé dans un portefeuille bien diversifié.

Puisque le bêta est une covariance (normée par une constante, la variance du marché), c’est un opérateur linéaire et le bêta d’un portefeuille, (P, est égal à la moyenne pondérée des bêtas des titres qui le composent. Par conséquent, la deuxième composante, (PRM, ne peut pas être éliminée par diversification et constitue de ce fait  le seul véritable aléa entachant la rentabilité d’un portefeuille bien diversifié. 

La rentabilité aléatoire d’un portefeuille, non nécessairement bien diversifié, s’écrit :  

              
                             Rp = P + (PRM +  P 
Dès lors, sa variance totale, (RP), est égale à :

(RP) =(P2(RM)( P)
La première composante ((P2(RM)) constitue le risque systématique, irréductible à la diversification, tandis que la deuxième composante ((P)) représente le risque diversifiable ou spécifique qui peut être, à la limite (quand n tend vers l’infini), annulé par diversification. Au vu de ce modèle, la relation du MEDAF paraît donc très naturelle : puisqu’un titre doit être plongé dans un portefeuille bien diversifié par des investisseurs rationnels, son risque diversifiable est annulé, et seul son risque systématique doit être rémunéré. Par conséquent, son espérance de rentabilité ne dépend que de son bêta. 

Exemple
Supposons que, pour chacun des n titres négociés sur le marché, l’écart-type des rentabilités soit égal à 0,3 et le bêta égal à 0,9. On sait en outre que (RM) = 0,2. Le modèle de marché implique : 
2(Ri) = (0,3)2 = (0,9)2(2M +2(i). 
Le risque total d’un titre isolé se décompose donc comme suit : risque total :2(Ri) =  0,09 ;
risque systématique M2 = (0,9)2 ( risque spécifique = (i)= 0,0576.

Soit maintenant un portefeuille équi-pondéré, formé des n titres disponibles. Son bêta est égal à la moyenne de celui de ses composantes, soit P = 0,9, et sa rentabilité s’écrit : RP = P + 0,9 ( RM + P.
Puisque P et RM sont indépendants, l’on a : 2P = var(0,9 ( RM) + 2(P).
Le risque diversifiable lié à P =
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Le risque systématique se mesurer par var(0,9 ( Rm) = [0,9 ( 0,2]2 = 0,0324.

Il apparaît donc que le risque spécifique, diversifiable, est :

- prépondérant pour un titre (n = 1) ;

- non négligeable pour un portefeuille peu diversifié (pour n = 4, en termes de variance,  il représente près du quart du risque systématique dans notre exemple) ;

- négligeable en regard du risque systématique pour un portefeuille bien diversifié (pour n = 50, il est dans cet exemple 30 fois plus faible que le risque systématique).

6.2 Les modèles multi-facteurs
Ces modèles généralisent le modèle de marché de Sharpe (6) et s'écrivent :
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où les
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 représentent les sensibilités de la rentabilité du titre i aux m facteurs communs Fk, i est un bruit blanc, et où les Fk  sont non corrélés entre eux.
La variance de Ri peut alors être décomposée comme suit:


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m risques systématiques         risque diversifiable
Les facteurs peuvent être choisis de manière exogène (il s’agit en général de variables économiques considérées, a priori, comme pertinentes) ou de manière endogène par une analyse de données (analyse factorielle). La méthode "exogène" est en pratique plus répandue. Typiquement, les facteurs communs sont des éléments macro-économiques relatifs aux politiques budgétaire et monétaire, à la croissance économique et au niveau des taux d'intérêt et de change, des éléments de type secteurs industriels, et parfois des variables micro-économiques tirées des bilans des entreprises comme le ratio de liquidité générale ou réduite, le taux d'endettement ou le taux de distribution des dividendes.
En outre, ces modèles présentent les autres avantages suivants :

- ils sont sous-tendus par une logique économique ou financière, ce qui les rend crédibles et compréhensibles,

- ils sont flexibles et s'adaptent assez bien aux jugements et intuitions des utilisateurs,

- ils tiennent compte des changements intervenus dans les caractéristiques des titres dans la mesure où des facteurs de type micro-économique sont inclus,

- le risque se décompose en plusieurs sources, ce qui peut permettre une analyse plus fine.

Le modèle de Fama et French (1995) a attiré une attention particulière. Trois facteurs semblent en effet expliquer de façon satisfaisante les rentabilités constatées des actions : le portefeuille de marché, le ratio Valeur Comptable / Valeur de Marché des capitaux propres de la firme, et la taille de celle-ci, mesurée par sa capitalisation boursière relative. Le ratio book-to-market (valeur comptable des fonds propres sur capitalisation boursière) distingue les valeurs dites de rendement (value stocks) des valeurs dites de croissance (growth stocks). Les premières ont un ratio élevé, les secondes un ratio faible, du fait que le marché valorise les investissements futurs prévisibles de la firme. Quand ces derniers ont une valeur nette présente élevée, la capitalisation boursière est importante, et le ratio book-to-market faible.

Le facteur taille pourrait refléter la probabilité d’occurrence de problèmes liés à la liquidité et à la qualité de l’information. Le facteur book-to-market serait lié au risque de faillite de certaines entreprises dû à leur vulnérabilité aux conjonctures économiques défavorables et par conséquent reflèterait la prime de risque exigée par les investisseurs pour les financer. D’autres interprétations ont cependant été proposées. En tout état de cause, ce modèle de Fama et French est devenu populaire au point de supplanter le MEDAF dans de nombreuses applications.
7. Le modèle d’évaluation par arbitrage (APT)
Pour s’affranchir du caractère restrictif de certaines des hypothèses (fonctions d'utilité quadratiques ou rentabilités gaussiennes) qui sous-tendent le MEDAF, Ross (1976) a élaboré un modèle appelé Modèle d'Evaluation par Arbitrage ou, plus communément, Arbitrage Pricing Theory (APT). 

Ce dernier est fondé sur deux notions. D’une part, un portefeuille d'arbitrage (c’est-à-dire sans risque et de valeur initiale nulle, donc ne nécessitant aucune mise de fonds) ne saurait offrir une rentabilité positive certaine. D'autre part, et conformément à l’analyse qui précède, un nombre limité de facteurs  de risque systématiques communs  affecte le taux de rentabilité espéré de tous les actifs financiers. Le double objectif du modèle est alors d'identifier ces facteurs et d’obtenir l'équation liant l'espérance de rentabilité d'un titre à ses sensibilités aux différentes sources communes de risque.

Le modèle repose sur un modèle multifactoriel, sans assise théorique, analogue à (7) :
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où, cette fois, i est l'espérance de Ri, ik désigne la sensibilité de la rentabilité du titre i au facteur commun k (= 1, ..., m), Fk est la variation non anticipée du facteur k, et est donc d'espérance nulle, les Fk sont non corrélés entre eux, et i est le risque spécifique du titre i, d'espérance nulle et de covariance nulle avec chacun des facteurs k. Le nombre de titres offerts n est supposé très grand et le nombre de facteurs communs m est censé être petit devant n.

En l'absence d’opportunités d'arbitrage (AOA), la relation entre l'espérance de la rentabilité et les risques systématiques, mesurés par les sensibilités ik, doit être linéaire (on se souvient que les bêtas sont des covariances (normées) et donc des opérateurs linéaires). On obtient (par l’algèbre) une relation d'évaluation par arbitrage qui peut s'écrire :
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où (k – r) est la prime de risque associée au facteur commun k, c'est-à-dire l’espérance d'excès de rentabilité, par rapport au taux sans risque, procuré par un portefeuille qui serait exclusivement sensible (de façon unitaire) à la source de risque k et insensible à tous les autres facteurs communs k’ ≠ k.

Ce modèle appelle les remarques suivantes :
- C'est en pratique cette version (9) de l’APT qui est utilisée et qui s'applique aussi bien à des titres individuels qu'à des portefeuilles, bien diversifiés ou non.

- Si le MEDAF établit une relation exacte entre rentabilité espérée et risque, l’APT ne fournit qu'une relation approximative puisque le nombre n d'actifs risqués n'est pas infini.

- S'il n'y a empiriquement qu'un seul facteur commun justifiant d'une prime de risque, alors l’APT devient formellement identique au MEDAF (comparer les équations (9) et (4)). Le facteur commun unique peut être alors interprété en général comme le portefeuille de marché M.

- L’utilisation majeure de l’APT a trait à la sélection de portefeuilles. Selon le MEDAF, des portefeuilles bien diversifiés ayant le même bêta sont équivalents. Cependant, ils peuvent avoir des sensibilités très différentes aux divers facteurs communs (si ces derniers existent et justifient de primes de risque) autres que le marché. A condition d'identifier correctement ces derniers, l’APT apparaît plus attrayant que le MEDAF dans le sens que les investisseurs peuvent discriminer ces portefeuilles selon les objectifs de leur gestion, leurs éventuelles contraintes, et leurs anticipations. C'est cela qui fait l'intérêt d'un modèle multidimensionnel en risque. De manière générale, la connaissance par les investisseurs des sensibilités des portefeuilles peut être utile à l’élaboration et la gestion de ces derniers. En particulier, la gestion alternative (dont font partie les hedge funds) repose partiellement sur l’estimation de ces sensibilités. Notons pour conclure que APT et MEDAF n'en sont pas pour autant incompatibles, puisque l'un des facteurs peut être la rentabilité excédentaire du portefeuille de marché.
8.   Estimation et mise en œuvre
Nous présentons d’abord les problèmes d’estimation des paramètres, puis ceux de la mise en œuvre du MEDAF.

8.1  Estimation des paramètres
La principale difficulté de mise en œuvre du modèle de Markowitz, du MEDAF ou de l’APT est l’estimation préalable des paramètres : les n rentabilités espérées i, les n variances i2 et les n(n-1)/2 covariances ij. Par exemple, pour 500 titres, le nombre total de paramètres nécessaires est de 125 750, dont 124 750 covariances. Quantitativement, c'est à l'évidence le nombre des covariances qui pose le principal problème. Qualitativement, c’est le vecteur des n espérances de rentabilité qui est le plus difficile à estimer.
a)  Estimation de la matrice des variances-covariances
Pour réduire la taille de ce problème, la solution la plus simple est de faire appel au modèle à un facteur de Sharpe (cf. §6.1). En vertu de l’équation (6), la covariance entre les taux de rentabilité de deux actifs i et j distincts s’écrit simplement : 

ij  = Cov( i+i RM , j+j R M), soit :   



La dernière égalité vient du fait que, par hypothèse, toutes les covariances sont nulles à l’exception de Cov(R M, RM) = M2.
L'estimation des covariances est donc grandement facilitée : au lieu d'avoir à mesurer n(n-1)/2 covariances (un nombre d’ordre n2/2), il suffit d'estimer les n sensibilités i (à l’aide de n régressions linéaires simples) et la variance du portefeuille de marché, soit n+1 variables. Par exemple, pour n = 500, il suffit d'estimer 501 paramètres au lieu des 124 750 covariances du cas général. On peut, par ailleurs, estimer simplement les n variancesi2 à partir de l’échantillon des réalisations des Ri, pour tout titre i.
Dans le cas plus général d’un modèle à m facteurs, l’équation (7) implique : 
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Ici, l’estimation des covariances nécessite, outre l’estimation des m variances des facteurs
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. Dans l’exemple précédent (n = 500), en supposant 5 facteurs communs, il y a 2 500 bêtas et donc 2 505 paramètres à estimer, un nombre encore très faible par rapport à 124 750. La prise en compte de plusieurs sources de risque améliore l'explication des co-variations entre les titres. Toutefois, des difficultés demeurent, dues notamment à la stabilité des sources de risque, à la manière dont les facteurs sont estimés, et aux méthodes économétriques adoptées. 
b) Estimation du vecteur des rentabilités espérées
Le problème le plus difficile, du moins en matière d’actions, est en fait l’estimation des n espérances de rentabilité. Les entreprises sont en effet des corps vivants que leurs décisions d’investissement et de financement modifient en permanence. Par ailleurs, et généralement, la valeur d’un actif dépend de l’offre et la demande, qui elles-mêmes dépendent de nombreux paramètres. De ce fait, les estimations économétriques sont peu fiables. C’est ici que le rôle des analystes financiers, spécialisés par branches économiques, peut être utile. Cette estimation des rentabilités espérées est d’autant plus cruciale que la composition des portefeuilles optimaux est extrêmement sensible à de petites modifications de ces dernières.
8.2  Mise en œuvre du MEDAF
Il faut d’abord calculer les rentabilités-période Rit des titres i ainsi que la rentabilité RMt du portefeuille de marché dans les périodes passées (t-1, t). A partir des données historiques de prix et dividendes, on calcule les rentabilités passées par la formule :

Rit = (Pit - Pit-1 + Dit)/Pit
où Pit est le cours du titre i à la date t et le dividende Dit est distribué entre (t-1) et t.

Les rentabilités RM sont mesurées à partir d’un indice boursier large, comme le SBF 250 ou le S&P 500.
Les bêtas des différents titres sont ensuite estimés en régressant les rentabilités excédentaires (Rit - rt) sur les (RMt - rt). Rappelons en effet que i est le coefficient de cette régression (la pente de la droite). Le taux sans risque rt est par exemple le taux du marché monétaire prévalant pour les opérations entre t-1 et t.
Une telle estimation se heurte à différentes difficultés et à des questions de choix : la fréquence des observations, la durée de la période totale d'estimation, la stabilité temporelle des bêtas, les erreurs de mesure et le choix de l’indice considéré comme le portefeuille de marché M. En particulier, le nombre d'observations doit être suffisant (supérieur à trente) pour que l'estimation soit fiable et, de plus, il est le plus souvent préférable d'utiliser des données hebdomadaires, voire mensuelles, plutôt que quotidiennes, trop bruitées. 

Il faut également estimer la prime de risque du marché, M – r. Bien qu'il s'agisse théoriquement d'une prime (espérée) ex ante, on la calcule en pratique comme la moyenne statistique de la différence observée (ex post) entre la rentabilité du marché et le taux sans risque. Cette moyenne empirique dépend en fait de la période de l’échantillon à partir duquel elle est calculée, ainsi que de l’économie concernée, et est de l’ordre de 5% à 7% pour les pays industrialisés.

On calcule enfin l'espérance de rentabilité théorique d'un titre i quelconque à l'aide du MEDAF :  i  = r + ( i[M – r], où r est le taux sans risque actuellement observé et i et M -r ont été estimés comme on vient de l’indiquer.


Exemple 

La rentabilité du CAC40, dividendes inclus, a dépassé de 5% le taux sans risque à 1 an, en moyenne depuis vingt ans. L’estimation du coefficient Z résultant de la régression (en données hebdomadaires) de l’excès de rentabilité de l’action Z sur celui du CAC40 est de 0,8. Le taux actuel du 1 an sur le marché monétaire est de 4%. Pour calculer l’espérance de rentabilité,Z, requise aujourd’hui par le marché, on suppose que la prime requise sur RM est de 5%, comme la moyenne réalisée dans le passé. L’application du MEDAF à Z permet de calculer l’espérance théorique actuelle de sa rentabilité : Z = 4% + 0,8(5% = 8%. 

9.   Mesures et attribution des performances
La mesure de performance d’un portefeuille ou d’un fonds est distincte de l’attribution de sa performance. La première tente d’apprécier la performance d’un fond sur la base de sa rentabilité et d’un critère de risque. La seconde constitue un outil de gestion pour l’investisseur (le gérant ou/et son client) qui désire identifier et expliquer les causes de la sur (sous)-performance obtenue par rapport à un portefeuille de référence (appelé benchmark dans la profession).

9.1 Mesures de performance

En dépit du succès, plus ou moins avéré, auprès du public concerné des hit-parades relatifs au classement des fonds collectifs et publiés par des revues professionnelles, une mesure de performance pertinente exige la prise en compte à la fois la rentabilité moyenne obtenue et le risque qui a été encouru.
 Ce risque peut être mesuré soit par la variance ou l’écart-type du portefeuille ou fond (on prendra ici les deux termes comme synonymes), soit par son bêta. Nous présentons ici les deux mesures de performances les plus classiques et, à ce jour, les plus utilisées : le ratio de Sharpe et l’alpha de Jensen. Le ratio de Sharpe s’appuie sur  pour mesurer le risque, ce qui est pertinent pour un portefeuille bien diversifié, tandis que l’alpha de Jensen utilise  comme mesure de risque, ce qui est correct pour tout titre individuel ou tout fonds destiné à faire partie de portefeuilles plus larges.

a)  Le ratio de Sharpe

Supposons qu’il faille classer deux portefeuilles dont l’un a une rentabilité moyenne supérieure à l’autre mais un écart-type également supérieur. Dans le cadre du MEDAF, la solution est suggérée par l’équation (3) représentée par la droite de marché des capitaux (CML) liant l’espérance de rentabilité d’un portefeuille efficace à son écart-type. Réécrivons cette équation (3) comme suit :
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Selon le MEDAF, tous les portefeuilles efficients doivent avoir le même ratio « prime de risque sur écart-type », appelé ratio de Sharpe (RS). Puisque ce ratio s’applique aussi au portefeuille de marché M (supposé E-V efficient), il s’identifie au prix de marché du risque pour les portefeuilles et à la pente de la droite de marché.
Cette relation théorique n’est vraie qu’ex ante, et pour des portefeuilles efficients. Un portefeuille donné X, cependant, n’est pas nécessairement efficient. Son ratio de Sharpe ex ante s’écrit : RSX = 
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. Selon le MEDAF, on a : RSX ≤ RS, l’égalité ne prévalant que si X est efficient. 

En réalité, l’espérance et l’écart-type ne sont pas connus et doivent être estimés à partir de données qui ne sont disponibles, évidemment, qu’ex post. Pour éviter toute confusion, nous différencions « espérance mathématique » (ex ante) et « moyenne » (ex post) et munissons du signe « ^ » une estimation empirique (par exemple 
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 désignent, respectivement, la moyenne et l’écart-type constatés sur un échantillon donné). Comme on ne peut utiliser en pratique que le ratio de Sharpe ex post (ou empirique), la rentabilité excédentaire apparaissant au numérateur est la moyenne constatée 
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, et l’écart-type 
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 présent au dénominateur est estimé à partir des données. Le ratio de Sharpe ex post du portefeuille X estimé à partir de T rentabilités passées, s’écrit alors : 

(10)
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Les ratios de Sharpe ex post sont en général différents selon les portefeuilles examinés, et plus le ratio constaté est élevé, meilleure est considérée la performance du fonds. En outre, le ratio de Sharpe permet de comparer la performance d’un fonds à celle d'un indice de référence supposé représenter le marché M. Ceci permet de déterminer  lesquels ont « sur-performé »  (on dit également « battu ») le marché et lesquels ont « sous-performé » (se sont fait « battre »). 

Bien que très simple à comprendre et à mettre en œuvre, le ratio de Sharpe souffre de graves inconvénients et limites. Nous n’en soulignons ici que trois.

 - La validité du ratio de Sharpe repose sur le bien-fondé du paradigme espérance-variance. Notamment, si les distributions de rentabilité sont asymétriques, et si les investisseurs y sont sensibles (préférence  pour une asymétrie à droite), le RS ne constitue pas une mesure de performance satisfaisante.
- Lorsque les primes de risque sont négatives (ce qui ne peut pas être vrai ex-ante mais arrive souvent ex-post), la comparaison des RS empiriques des fonds n'a pas de sens. 
- Fréquemment, le gérant du portefeuille se réfère explicitement à un benchmark, c'est-à-dire un indice ou un fond (de titres ou d'indices) dont il est censé reproduire la performance et, si possible, l'améliorer. Ce benchmark peut avoir des caractéristiques de rentabilité espérée et de risque fort différentes de celles du portefeuille de marché.
b) L’alpha de Jensen

La mesure pertinente du risque pour la richesse totale d’un investisseur est l’écart-type de la rentabilité de celle-ci. Le ratio de Sharpe est donc tout indiqué quand il s’applique à un portefeuille bien diversifié représentant l’essentiel de la fortune de l’investisseur. En revanche, quand il s’agit d’un titre ou d’un fond (plus ou moins bien diversifié) ne constituant qu’une partie de la richesse de l’individu, le bêta est la mesure de risque pertinente.

La mesure de Jensen, ou alpha, apprécie la capacité du gérant du fonds à sélectionner les titres qui afficheront une rentabilité anormalement élevée en regard de leur bêta et à délaisser (voire vendre à découvert) les autres. Cette faculté relève du security picking. Plus précisément, l’alpha mesure la différence entre l’espérance de rentabilité du portefeuille et son espérance de rentabilité théorique telle que donnée par le MEDAF. Ex ante, sa définition est :
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Là encore, il faut soigneusement distinguer la mesure 
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 ex ante (définie à partir de paramètres inobservables) de la mesure 
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 ex post ou empirique calculée à partir des réalisations passées :
(11)
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où 
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 est le coefficient de la régression de (RP – r) sur (RM – r).
Si le gestionnaire n’a aucune capacité particulière d’analyse et de décision, l’alpha ex ante de son portefeuille est nul. C’est ce que l’on devrait constater (avant coûts de transaction) ex post sur la moyenne des gérants. Si  est, en revanche, positif (respectivement, négatif), le gestionnaire a sur- (sous-) performé par rapport à l’indice M retenu comme portefeuille de marché. C’est le cas du fonds A sur la figure 5.

                        μ
                                                         

                                                                                                                           SML

                                                                         A                        M            

                                     αA
                  r
                                              βA                       1                                       β
Figure 5 : L'alpha de Jensen

Le MEDAF implique que, dans le plan (, ), le point représentatif de tout portefeuille devrait à l’équilibre se situer sur la droite de marché (SML). S'il ne s'y trouve pas, l'écart vertical (positif ou négatif) entre ce point et sa projection sur la SML est l’alpha du portefeuille.
Il est important de noter en conclusion que le ratio de Sharpe et l’alpha de Jensen ne donnent pas en général le même classement entre les fonds, notamment parce que le risque diversifiable () est pris en compte dans le RS (il est incorporé dans le ) et ne l’est pas dans l’alpha de Jensen (le bêta ne mesure que le risque systématique).

9.2  L’attribution de performance 

Dans la pratique des professionnels, un élément d’appréciation fondamental de la performance du fonds est l’écart constaté entre la rentabilité moyenne de ce dernier et celle de son benchmark sur la période concernée. On appelle « attribution de performance » la décomposition de cet écart entre ce qui relève de l’allocation tactique (market timing) et ce qui relève de la sélection de titres particuliers (security picking).

L’effet d’allocation tactique mesure la capacité du gestionnaire à sur-pondérer (sous-pondérer) par rapport au benchmark les classes d’actifs les plus (moins) rentables (notion de market timing). L’effet de sélection de titres particuliers dans une classe d’actifs donnée mesure la capacité du gérant à choisir les plus rémunérateurs et délaisser les moins rentables (security picking).

Les titres individuels sont regroupés dans de grandes classes d’actifs, aussi bien pour le fonds concerné que pour son benchmark. Ces classes peuvent représenter différents types de titres (actions, obligations, marchés monétaires, …), différents secteurs (actions pétrolières, bancaires, grande distribution, …) ou différents pays ou zones géographiques (Zone Euro, Amérique, Pacifique,…). Il y a ainsi n classes d’actifs, notées i (i = 1, …, n). Les autres notations sont :

- Xi : la pondération de la classe i dans le portefeuille évalué ;

- XBi : la pondération de la classe i dans le benchmark ;

- Ri : la rentabilité moyenne de la classe i dans le portefeuille ;

- RBi : la rentabilité moyenne de la classe i dans le benchmark ;

- R : la rentabilité totale du portefeuille ;

- RB : la rentabilité totale du benchmark.

Par construction, nous avons :

(12)  
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La sur-(sous)performance se décompose en trois éléments mesurant l’allocation tactique (market timing), la sélection de titres (security picking) et l’interaction entre les deux.

L’allocation tactique est définie par :

(13) AT = 
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Elle mesure l’impact sur la rentabilité du portefeuille de la décision d’allouer les classes d’actifs différemment de l’allocation explicite ou implicite effectuée dans le benchmark.

La sélection de titres est définie par : 

(14) ST = 
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Elle mesure l’impact sur la rentabilité du portefeuille du choix des actifs particuliers constituant chaque classe i. Le choix n’étant en général pas le même pour le portefeuille et son benchmark, pour chaque i on a le plus souvent Ri  ≠ RBi.

L’interaction est définie par :

(15) I = 
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Elle mesure l’impact conjugué sur la rentabilité du portefeuille de l’allocation tactique et de la sélection. Par exemple, le gérant a sur-pondéré les classes pour lesquelles sa sélection de titres a été meilleure que celle de son benchmark, et sous-pondéré celles pour lesquelles sa sélection de titres a été moins bonne que celle de son benchmark. Dans ce cas, tous les (n) éléments de la somme définissant I sont positifs et I est par conséquent positive. Comme il y a 4 cas possibles (Xi supérieur ou inférieur à XBi, et Ri supérieur ou inférieur à RBi), I peut être positive, négative ou nulle.

Finalement, en additionnant les trois composantes, et en utilisant les équations (12), le lecteur vérifiera que l’on obtient bien :

(16)  AT + ST + I = R – RB = sur-(sous) performance

Cette méthode, très utilisée en pratique, présente le grand avantage de la simplicité, une fois que le benchmark du fonds évalué a été correctement et précisément défini.

10. Conclusion
En guise de conclusion, nous résumons ci-dessous les principaux apports de la théorie et de la pratique des professionnels.

- La théorie du portefeuille est fondée sur le paradigme espérance-variance selon lequel le risque d’un portefeuille est mesuré par la variance de sa rentabilité et les investisseurs désirent obtenir pour leurs portefeuilles l’espérance de rentabilité la plus forte au prix de la variance (ou écart-type) la plus faible.

- Les portefeuilles efficients sont ceux qui maximisent l’espérance de rentabilité pour une variance donnée et minimisent la variance pour une espérance donnée.

- Par diversification, la variance de la rentabilité d’un portefeuille est inférieure à la moyenne des variances des rentabilités de ses composants ; elle est par ailleurs étroitement liée aux covariances entre ses constituants.

- La contribution d’un titre au risque d’un portefeuille est proportionnelle à la covariance de sa rentabilité avec celle de la rentabilité du portefeuille.

- L’ensemble (en théorie infini) des portefeuilles efficients est obtenu en combinant les deux mêmes fonds : l’actif sans risque et le portefeuille tangent. Le poids affecté à l’un et à l’autre de ces derniers dépend de l’aversion au risque et de la richesse de l’investisseur.

- Le bêta d’un titre i mesure sa sensibilité aux fluctuations du marché M. C’est lui la source du risque systématique (non diversifiable). Il est calculé comme la pente de la droite de régression de (Ri – r) sur (RM – r), et est donc égal à cov(Ri, RM)/variance(RM).

- Selon le MEDAF, l’espérance de l’excès de rentabilité d’un titre est proportionnel à son bêta : [E(Ri) – taux sans risque] = bêtai ×[E(RM) – taux sans risque].

- L’APT exprime l’espérance de rentabilité d’un titre comme une combinaison linéaire de différents bêtas. Chacun de ces derniers mesure la sensibilité à un facteur de risque systématique commun à tous les titres.

- Il est irrationnel de comparer les performances de deux portefeuilles sur la base de leurs seuls résultats moyens sans prendre en compte leurs risques.
- La performance d’un portefeuille P bien diversifié peut être mesurée par son ratio de Sharpe défini comme le rapport : (E(RP) – taux sans risque) / écart-type de RP . Les portefeuilles bien diversifiés peuvent être comparés sur la base de ce ratio. La performance d’un titre isolé ou d’un portefeuille imparfaitement diversifié destiné à être plongé dans un portefeuille plus large peut être calculée par l’alpha de Jensen : 
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- L’attribution de « performance » (restreinte en fait ici à la seule rentabilité moyenne ex post) permet de décomposer l’écart constaté entre la rentabilité d’un portefeuille et celle de son benchmark en trois constituants : market timing, security picking et interaction entre les deux.
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� Dans le cas d’une fonction d’utilité quadratique (U(W) = W- bW 2 ; b > 0 ; domaine de définition de la richesse restreint à la partie ascendante de la parabole : W < 1/(2b)), l’espérance d’utilité fait intervenir E(� EMBED Equation.3  ���) et E(� EMBED Equation.3  ���2). Or, E(� EMBED Equation.3  ���2) = 2(� EMBED Equation.3  ���) + E2(� EMBED Equation.3  ���) et donc l’utilité dépend des seules espérance et variance de la richesse. Dans le cas gaussien, toute la distribution de la richesse � EMBED Equation.3  ��� est caractérisée par les seuls deux paramètres E(� EMBED Equation.3  ���) et 2(� EMBED Equation.3  ���) ; on peut alors écrire, pour toute fonction d’utilité U : E [U(� EMBED Equation.3  ���)] = f(E(� EMBED Equation.3  ���),2(� EMBED Equation.3  ���)).


� Il faut que le vendeur à découvert puisse emprunter le titre à un tiers pour le vendre sur le marché sans en être propriétaire. Quand il le rachètera sur le marché pour clore sa position, il le rendra au tiers prêteur. De même qu’un achat suivi d’une vente est un pari sur la hausse de la valeur du titre, une vente à découvert suivie d’un rachat est un pari à la baisse du titre. Algébriquement, la vente à découvert d’un titre i se traduit simplement par un poids xi négatif dans le portefeuille de l’investisseur. Cette stratégie n’est pas toujours possible en pratique.


� En supposant d’une part que les titres sont infiniment divisibles et d’autre part que les ventes à découvert sont autorisées, de sorte que les poids xi appartiennent à l’ensemble des réels, tous les points de la frontière hyperbolique sont atteignables.


� Pour une démonstration rigoureuse, on consultera Portait et Poncet (2009).


� Cette hypothèse très restrictive peut être remplacée par celle, un peu moins forte, selon laquelle le portefeuille de marché M est efficient au sens E-V. Voir Portait et Poncet (2009), chapitre 22. 


� En effet, l’on a : iM =  cov(i+(i RM+i , RM) = (i M, d’où (i = iM /M2.


�Quand la fréquence des observations est élevée (données hebdomadaires ou quotidiennes), on utilise en général les rentabilités logarithmiques : Rit = Ln ((Pit+Dit )/Pit-1)    i = 1,...,n et M.


� Cette formule ne vaut qu’en l’absence d’OST (opérations sur titres) affectant le capital de l’entreprise. En présence d’OST, un ajustement est nécessaire. Ce dernier est calculé par les autorités de marché concernées.


� Il est symptomatique par exemple que la plupart des professionnels et tous les journalistes spécialisés utilisent le terme « performance » comme synonyme de « rentabilité moyenne constatée ».


� Le sens du mot performance est ici restrictif (rentabilité), aucune mesure de risque n’étant prise en compte. L’attribution du risque est plus compliquée mais obéit à des principes analogues.
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